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Sazˇetak
Ovaj zavrsˇni rad bavi se ulogom matematike u mijesˇanju igrac´ih karata, konkretno
Elmsleyevim problemom. Taj problem se odnosi na jedno od najtezˇih nacˇina mijesˇanja
karata, popularno savrsˇeno mijesˇanje. Osim njega, detaljno c´emo objasniti i razne
druge nacˇine kako promijesˇati karte. Kod savrsˇenog mijesˇanja, pokusˇat c´emo odgovoriti
na sljedec´a pitanja: koliki je najmanji broj istovrsnih mijesˇanja koje dovode karte do
pocˇetne pozicije? Postoji li niz savrsˇenih mijesˇanja koji kartu s vrha sˇpila dovode na
odabranu poziciju u sˇpilu? Za kraj ostavljamo glavno pitanje koje je postavio Elmsley:
mozˇe li se nizom savrsˇenih mijesˇanja karta s pozicije p prebaciti na poziciju q? U
radu c´emo ukratko opisati grupu generiranu savrsˇenim mijesˇanjima, a takoder c´emo
spomenuti i neke od primjena koncepta savrsˇenog mijesˇanja.
Kljucˇne rijecˇi: mijesˇanje igrac´ih karata, savrsˇeno mijesˇanje, Elmsleyev problem,
〈I,O〉 grupa
Abstract
This bachelor’s thesis considers the role of mathematics in shuﬄing playing cards,
specifically with the Elmsley’s problem. This problem is concerned with one of the
most difficult shuﬄe methods, the popular perfect shuﬄing. Besides this problem, we
will explain in details various types of card shuﬄing. Concerning perfect shuﬄe, we
will try to give an answer to the following questions: what is the smallest number of
perfect shuﬄes of the same kind required to bring deck of cards in the initial position?
Is there a sequence of perfect shuﬄes which bring top card to the given position in a
deck? The last question is the famous Elmsley’s problem: is there a sequence of perfect
shuﬄes that bring card at the position p to the position q? In this thesis we will also
shortly describe group generated by the sequence of perfect shuﬄes and mention some
applications of the concept of perfect shuﬄing.
Key words: cards shuﬄing, perfect shuﬄe, Elmsley’s problem, 〈I,O〉 group
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1 Uvod
Kartasˇka igra ili kartanje je drusˇtvena igra u kojoj igracˇi koriste igrac´e karte razlicˇitih tipova.
Neke kartasˇke igre namijenjene su samo jednom igracˇu (primjerice Pasijans ili na engleskom
jeziku Solitaire), dok u nekima mozˇe sudjelovati viˇse osoba (Poker, Belot, Bridzˇ, Sˇnaps,
Tresˇeta,...).
Igrac´a karta je naziv za komad papira, kartona ili plastike koji sluzˇi za igranje kartasˇkih
igara. Skup igrac´ih karata naziva se sˇpil. Osim za zabavu, igrac´e karte mogu sluzˇiti i za
profesionalno kockanje.
Vjeruje se da su se prvim igrac´im kartama sluzˇili u istocˇnoj Aziji (Koreja i Kina), a kasnije
su odande, preko Indije i Egipta donesene u Europu. Danas se u razlicˇitim dijelovima svijeta
koriste razlicˇiti sˇpilovi igrac´ih karata za igre koje su karakteristicˇne za to podrucˇje. Svaka
igrac´a karta u sˇpilu je razlicˇita, a oznacˇene su bojom, simbolima i razlicˇitim motivima po
kojima se mogu lako slozˇiti.
Jedan od najpoznatijih sˇpilova je englesko-francuski sˇpil koji se kod nas naziva i standardni
sˇpil, a prikazan je na slici 1.
Slika 1: Standardni sˇpil od 52 karte
Sastoji se od 52 igrac´e karte u cˇetiri boje: list (pik), romb (karo), djetelina (tref) i srce
(herc). Vrijednosti karata su redom: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J (decˇko), Q (kraljica), K (kralj)
i A (as).
U svakoj kartasˇkoj igri kljucˇno je mijesˇanje karata. Tim postupkom se osigurava element
slucˇajnosti pri dijeljenju karata igracˇima. Ipak, postoje razni nacˇini mijesˇanja u kojima
djelitelj karata (end. dealer) mozˇe utjecati na krajnji ishod igre, odnosno tijekom mijesˇanja
mozˇe namjestiti karte kako zˇeli, ne bi li njegov tim pobijedio. Da bi se sprijecˇilo varanje,
mnoga kartasˇka pravila zahtijevaju da se sˇpil karata nakon mijesˇanja, a prije dijeljenja,
presijecˇe. Presijecanje je postupak dizanja dijela karata s vrha sˇpila i vrac´anje tog dijela
ispod drugog dijela sˇpila, pri cˇemu su karte cijelo vrijeme licem okrenute prema dolje. Obicˇaj
je da dealer nakon mijesˇanja daje sˇpil na presijecanje protivniku sa svoje lijeve strane.
Postoje razni nacˇini kako izmijesˇati karte. Najlaksˇe je uvjezˇbati takozvano ”rukom preko
ruke” mijesˇanje (eng. overhand shuffle). To je tehnika u kojoj mjesˇacˇ prebacuje sˇpil iz,
primjerice, lijeve ruke u desnu tako da manji dio karata klizi s vrha sˇpila lijeve ruke u desnu,
i to izmedu palca i kazˇiprsta. Postupak se ponavlja sve dok se sve karte ne prebace u desnu
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ruku, a svaki novi dio karata koji dospije u desnu ruku biva polozˇen na vrh ostalog dijela
karata. Iako je ovo cˇesto koriˇstena tehnika mijesˇanja, ne upotrebljava se u kockarnicama
jer takvo mijesˇanje treba ponoviti cˇak 10000 puta da bi karte bile dobro promijesˇane! Isto
vrijedi i za tzv. Hindu mijesˇanje koje se izvodi na slicˇan nacˇin, a prakticira se u Indiji.
Podjela na hrpe (eng. pile shuffle) je mijesˇanje koje se izvodi tako da se karte podijele
u manje dijelove (na stolu) koji se zatim spoje u novi sˇpil. Ovakvo mijesˇanje je determi-
nisticˇko, ali omoguc´ava dobru razdvojenost karata koje su u pocˇetnom sˇpilu bile jedna do
druge. Pocˇetnicˇko mijesˇanje (eng. Corgi shuffle) se izvodi tako da se karte rasˇire po
stolu licem okrenute prema dolje, a zatim se dlanom ruke pomicˇu, odnosno klizˇu po stolu.
Ovim postupkom karte se ispreplic´u, a dovoljna je jedna minuta takvog mijesˇanja da bi karte
bile dobro promijesˇane. Monge mijesˇanje se izvodi tako da se sˇpil smjesti npr. u lijevu ruku,
karta s vrha sˇpila se prebaci u desnu ruku, zatim se uzme druga karta s vrha sˇpila i prebaci
u desnu ruku na postojec´u kartu, trec´a karta se s vrha sˇpila prebaci ispod novog sˇpila desne
ruke, cˇetvrta iznad itd.
Najpoznatije mijesˇanje karata, a koje se cˇesto izvodi u kockarnicama jest uguravanje jednog
dijela sˇpila u drugi (eng. riffle shuffle). Izvodi se tako da sˇpil karata podijelimo na dva
dijela (ne nuzˇno jednakobrojna). Jedan dio sˇpila stavimo u lijevu ruku, a drugi u desnu
tako da je duzˇi rub karata okrenut prema nama. Jedan krac´i rub karata zahvatimo srednjim
prstom, prstenjakom i malim prstom, a drugi palcem. Pomoc´u kazˇiprsta pritiˇsc´emo karte
s vanjske strane. Zatim priblizˇimo dva dijela sˇpila i pomicˇuc´i palcˇeve prema gore pusˇtamo
karte da padaju na stol, istovremeno iz lijeve i desne ruke. Prilikom padanja karte c´e se
ispreplitati. Da bi se ovom tehnikom karte dobro izmijesˇale, matematicˇari su dokazali da
postupak uguravanja treba ponoviti sedam puta!
Najtezˇi oblik mijesˇanja uguravanjem je takozvano savrsˇeno mijesˇanje, a mogu ga pravilno
izvesti samo dobro uvjezˇbani mjesˇacˇi. Pri takvom uguravanju, karte se dijele na dva jed-
nakobrojna dijela, a zatim se dijelovi ispreplic´u tako da se izmedu svake dvije karte istog
dijela sˇpila nalazi tocˇno jedna karta iz drugog dijela. Savrsˇeno mijesˇanje karata se najprije
pojavljivalo u knjigama koje su opisivale metode varanja u kartasˇkim igrama. Prvi opis
savrsˇenog mijesˇanja napisao je anonimni Britanac 1726. godine u knjizi ”Umjetnost i tajne
modernih igara na srec´u”. Kasnije je savrsˇeno mijesˇanje bilo poznato medu madionicˇarima
pod nazivom Faro shuffle, jer je takva metoda mijesˇanja sluzˇila za varanje u igri Faro
[3]. U brojnim trikovima s kartama poznati madionicˇari C.T. Jordan, Nelson Downs i mnogi
drugi koristili su upravo takvo mijesˇanje jer omoguc´ava premjesˇtanje karte na zˇeljenu pozi-
ciju. Viˇse od 300 godina kockari i madionicˇari diljem svijeta proucˇavali su svojstva savrsˇenog
mijesˇanja, a zanimljivo je da se ta metoda mozˇe primijeniti u raznim disciplinama, posebice
u racˇunalnoj znanosti [6].
U ovom radu bavit c´emo se raznim problemima o savrsˇenom mijesˇanju koji su tijekom
povijesti privlacˇili pazˇnju mnogih modernih matematicˇara i madionicˇara. Zanimat c´e nas
odgovori na sljedec´a pitanja: Koliko savrsˇenih mijesˇanja je potrebno da se sve karte sˇpila
vrate u pocˇetnu poziciju? Postoje li kombinacije savrsˇenih mijesˇanja koje c´e kartu s vrha
sˇpila dovesti na unaprijed odabranu poziciju? Kako savrsˇenim mijesˇanjem dovesti bilo koju
kartu na vrh sˇpila? Posljednjim pitanjem najviˇse se bavio sˇkotski madionicˇar i programer
Alex Elmsley davne 1957. godine. Taj problem danas nosi njegovo ime, a mozˇe se i generali-
zirati ukoliko umjesto dovodenja karte na vrh sˇpila zˇelimo dovesti kartu na bilo koju poziciju
u sˇpilu.
2
2 Savrsˇeno mijesˇanje
Kao sˇto smo spomenuli u uvodu, pri savrsˇenom mijesˇanju karte se dijele na dva jednakobrojna
dijela, a zatim se dijelovi ispreplic´u tako da se izmedu svake dvije karte istog dijela sˇpila nalazi
tocˇno jedna karta iz drugog dijela. Razlikujemo dva tipa savrsˇenog mijesˇanja. Out mijesˇanje
(O) je savrsˇeno mijesˇanje u kojem karta na vrhu sˇpila nakon mijesˇanja ostaje na vrhu, te
in mijesˇanje (I) kod kojeg karta na vrhu sˇpila nakon mijesˇanja zavrsˇi na drugom mjestu,
odnosno odmah ispod gornje karte. Na slikama 2 i 3 prikazana su out i in mijesˇanja sˇpila
od 10 karata. U pocˇetnom sˇpilu karte su oznacˇene redom brojevima 0, 1, 2, . . . , 9 od vrha
prema dnu.
Slika 2: Out mijesˇanje Slika 3: In mijesˇanje
2.1 Osnovna svojstva savrsˇenog mijesˇanja
U nastavku rada bavit c´emo se iskljucˇivo sa sˇpilom koji sadrzˇi 2n karata. Gornju kartu
c´emo oznacˇavati s 0 i rec´i da je ta karta na nultoj poziciji, sljedec´u s 1 i rec´i da je na prvoj
poziciji,... i tako do donje koju oznacˇavamo s 2n− 1.
Propozicija 1 Neka je u sˇpilu velicˇine 2n out mijesˇanje kartu s i-te pozicije prebacilo na
poziciju O(i). Tada vrijedi
O(i) =
{
2i ( mod 2n− 1) za 0 ≤ i < 2n− 1,
2n− 1 za i = 2n− 1. (1)
Dokaz : Najprije razmotrimo kako out mijesˇanje utjecˇe na karte iz gornje polovice sˇpila.
Tako c´emo privremeno izbjec´i slucˇaj O(i) < i.
Karta na poziciji i ima i karata iznad sebe pa c´e nakon out mijesˇanja nova pozicija biti za
i vec´a od pocˇetne tj. O(i) = i + i = 2i = 2i( mod 2n − 1) za 0 ≤ i ≤ n − 1. Za karte iz
donje polovice sˇpila vrijedi O(n) = 1, O(n + 1) = 3,. . . , O(2n − 2) = 2n − 3 i, na kraju,
O(2n− 1) = 2n− 1. Preciznije:
O(n+ j) = 2j + 1, j = 0, 1, . . . , n− 1,
odnosno
O(i) = 2(i− n) + 1 = 2i− (2n− 1), i = n, n+ 1, . . . , 2n− 1.
Ovo mozˇemo pisati kao O(i) = 2i( mod 2n − 1) za n ≤ i < 2n − 1 i O(i) = 2n − 1 za
i = 2n− 1. 
Primjerice, za 2n = 10 karte s pocˇetnim poretkom 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 nakon out mijesˇanja
su u poretku 0,5,1,6,2,7,3,8,4,9 (slika 2).
Propozicija 2 U sˇpilu s 2n karata, jedno in mijesˇanje premjestit c´e kartu s i-te pozicije na
poziciju
I(i) = 2i+ 1 ( mod 2n+ 1) 0 ≤ i ≤ 2n− 1. (2)
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Dokaz : Razmotrimo najprije utjecaj in mijesˇanja na karte iz gornje polovice sˇpila.
Karta na poziciji i c´e se nakon in mijesˇanja spustiti za i + 1 mjesta tj. I(i) = i + i + 1 =
2i + 1 = 2i + 1( mod 2n + 1) za 0 ≤ i ≤ n − 1. Nadalje, vrijedi I(n) = 0, I(n + 1) = 2,
I(n+ 3) = 4, . . . I(2n− 2) = 2(n− 2) i I(2n− 1) = 2(n− 1). Piˇsemo
I(n+ j) = 2j, j = 0, 1, . . . , n− 1,
odnosno
I(i) = 2(i− n) = 2i+ 1− (2n+ 1) = 2i+ 1( mod 2n+ 1), i = n, n+ 1, . . . , 2n− 1.

U sˇpilu velicˇine 10, karte s poretkom 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 c´e nakon jednog in mijesˇanja biti
u poretku 5,0,6,1,7,2,8,3,9,4 (slika 3).
Primijetimo kako out mijesˇanje ostavlja gornju i donju kartu na istim mjestima, dok
se preostalih 2n − 2 karata mijesˇaju kao u in mijesˇanju. Stoga se svojstva ponovljenih in
mijesˇanja mogu opisati pomoc´u svojstava ponovljenih out mijesˇanja.
2.2 Vrac´anje sˇpila u pocˇetno stanje
Za sˇpil s 2n karata zˇelimo nac´i najmanji broj istovrsnih mijesˇanja (out ili in) koje c´e karte
dovesti do pocˇetne pozicije. S obzirom da smo ranije objasnili vezu izmedu out i in mijesˇanja,
bit c´e dovoljno promotriti samo out mijesˇanje. Neka je k ∈ N. S Ok oznacˇit c´emo k
uzastopnih out mijesˇanja. Iz formule (1) slijedi da je pozicija pojedine karte nakon k out
mijesˇanja dana formulom:
Ok(i) =
{
2ki ( mod 2n− 1) za 0 ≤ i < 2n− 1,
2n− 1 za i = 2n− 1. (3)
Sˇpil c´e se vratiti u pocˇetnu poziciju nakon k out mijesˇanja ako i samo ako vrijedi Ok(i) =
i ( mod 2n− 1), za 0 ≤ i < 2n− 1. Iz formule (3) vidimo da je to moguc´e jedino ako je 2k ≡
1 ( mod 2n−1). Najmanji takav k zovemo red od 2 ( mod 2n−1). Npr. za 52 karte uzastopne
potencije od 2 ( mod 51) su 2, 4, 8, 16, 32, 13, 26, 1 itd. Kako je 28 = 256 ≡ 1 ( mod 51), to
znacˇi da c´e osam uzastopnih out mijesˇanja vratiti sˇpil u pocˇetnu poziciju. Kod uzastopnih
in mijesˇanja taj broj je puno vec´i. Naime, potrebno je 52 takva mijesˇanja da bi se karte
vratile u pocˇetnu poziciju (252 ≡ 1 ( mod 53), a 2 je primitivni korijen modulo 53 pa je 52
najmanja takva potencija).
velicˇina sˇpila 2n 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
ord2(2n− 1) 1 2 4 3 6 10 12 4 8 18 6 11 20
velicˇina sˇpila 2n 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52
ord2(2n− 1) 18 28 5 10 12 36 12 20 14 12 23 21 8
Tablica 1: Vrijednosti od ord2 ( mod 2n− 1) za sˇpil velicˇine 2n, n ≤ 52.
Zˇeljeli bismo nac´i formulu koja za sˇpil s 2n karata daje najmanji broj out mijesˇanja koja
c´e vratiti sˇpil u pocˇetno stanje. No, iz tablice 1 vidimo da to nije lak posao. Primijetimo
da se broj potrebnih out mijesˇanja za povratak sˇpila u pocˇetno stanje ne povec´ava ukoliko
povec´avamo broj karata u sˇpilu. Ranije smo pokazali da je za sˇpil od 52 karte potrebno 8
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mijesˇanja, ali za sˇpil od 38 karata taj broj iznosi cˇak 36! Jedino sˇto odmah mozˇemo zakljucˇiti
jest da je za sˇpil s 2k karata potrebno k out mijesˇanja! Pitamo se postoje li jako veliki
prirodni brojevi 2n takvi da je 2 primitivan korijen modulo 2n− 1. To je poznata hipoteza
austrijskog matematicˇara Emila Artina koja se vec´ dugi niz godina proucˇava i pokusˇava
rijesˇiti. Poznato je da je Artinova hipoteza tocˇna ukoliko je tocˇna Generalizirana Riemannova
hipoteza [4]. Zanimljivo je, ali i pomalo mucˇno, sˇto vrlo jednostavna pitanja o svojstvima
savrsˇenih mijesˇanja mogu dovesti do najznacˇajnijih hipoteza u modernoj matematici!
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3 Elmsleyev problem
Alex Elsmsley (1929 - 2006) je medu madionicˇarima uglavnom poznat po osmiˇsljavanju raz-
nih trikova s kartama. Madionicˇarstvom se pocˇeo baviti vec´ u tinejdzˇerskim danima, oko
1946. godine. Poznat je po lazˇnom prebrojavanju karata koje je u literaturi poznato kao
Ghost count, a kasnije je to prebrojavanje nazvano po njemu: Elmsleyevo prebrojavanje.
No, Elmsley je bio znanstvenik. Studirao je matematiku i fiziku na sveucˇiliˇstu u Cambrid-
geu, a zaposlio se kao programer.
Kod savrsˇenog mijesˇanja najviˇse su ga zanimala dva problema: mozˇe li se savrsˇenim mijesˇanjem
karta s vrha sˇpila dovesti na neku drugu, unaprijed zadanu, poziciju i obratno, mozˇe li se
savrsˇenim mijesˇanjem karta s neke pozicije p dovesti na vrh sˇpila? Prvi problem je uspjesˇno
rijesˇio, dok je drugi, danas poznat pod nazivom Elmsleyev problem, postavio 1957. godine,
te je trebalo oko 50 godina da ga netko uspjesˇno rijesˇi [1, 11]. U ovom odjeljku c´emo pokazati
kako se rjesˇavaju ta dva problema.
3.1 Stavljanje karte s vrha na proizvoljnu poziciju
Zahvaljujuc´i Elsmsleyu, ponovljenim postupcima savrsˇenih in i out mijesˇanja vjesˇti mjesˇacˇi
mogu dovesti kartu s vrha sˇpila na bilo koju poziciju u sˇpilu. Za pocˇetak, oznacˇimo pro-
izvoljnu poziciju s p. Elmsley je taj broj promatrao u binarnom brojevnom sustavu, npr.
poziciju 9 oznacˇio je s 1001. U takvom zapisu 0 predstavlja out, a 1 in mijesˇanje, sˇto znacˇi
da za premjesˇtanje gornje karte na poziciju 9 (na 10. mjesto gledajuc´i od vrha sˇpila) trebamo
uzastopce izvesti in, out, out, in mijesˇanja.
U nastavku c´emo prikazati detaljan postupak koji opravdava Elmsleyevu proceduru.
Sa O(i) i I(i) redom oznacˇimo poziciju sˇpila nakon out i in mijesˇanja. Pretpostavit c´emo
da se prije primjene bilo kojeg savrsˇenog mijesˇanja karta broj 0 ne nalazi u donjoj polovici
sˇpila. Time c´emo izbjec´i komplicirane izraze koji ukljucˇuju kongruencije. Nadalje, uzmimo
da je sˇpil dovoljno velik tako da mozˇemo pisati
Ok(i) = 2ki i Ik(i) = 2k(i+ 1)− 1. (4)
S obzirom da se bavimo premjesˇtanjem karte s vrha sˇpila, imamo i = 0 pa su ove formule
josˇ jednostavnije. Jasno je da niz out i in mijesˇanja koji kartu s vrha sˇpila dovodi na
poziciju p ne mozˇe pocˇeti s out mijesˇanjem jer ono ne mijenja poziciju te karte. Stoga c´emo
pretpostaviti da niz pocˇinje s a uzastopnih in mijesˇanja, a ≥ 1. Slijedi Ia(0) = 2a−1. Zatim,
za b ≥ 1 cˇitajuc´i niz slijeva na desno, imamo
IaOb(0) = 2a+b − 2b,
dodatno, za c ≥ 1
IaObIc(0) = 2a+b+c − 2b+c + 2c − 1
i tako dalje.
Primijetimo da je broj Ia(0) = 2a − 1 ujedno i broj karata iznad karte broj 0 nakon a in
mijesˇanja.
Imamo
Ia(0) = 2a − 1
= 2a−1 + 2a−2 + · · ·+ 2 + 1,
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IaOb(0) = 2a+b − 2b
= 2a+b − 1− (2b − 1)
= 2b+a−1 + 2b+a−2 + · · ·+ 2b+1 + 2b + 2b−1 + · · ·+ 2 + 1− 2b−1 − 2b−2 − · · · − 2− 1
= 2b+a−1 + 2b+a−2 + · · ·+ 2b+1 + 2b
itd. Ovi izrazi sugeriraju da se broj karata iznad karte broj 0 izrazi binarno:
Ia(0) = (II . . . I︸ ︷︷ ︸
a
)(0)
= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a
(2),
odnosno
IaOb(0) = (II . . . I︸ ︷︷ ︸
a
OO . . .O︸ ︷︷ ︸
b
)(0)
= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a
00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
b
(2)
itd. Induktivno dolazimo do pravila kako out i in mijesˇanjima kartu s vrha sˇpila premjestiti
na poziciju p: broj p treba zapisati u binarnom brojevnom sustavu. Jedinice treba zamijeniti
s oznakom za in mijesˇanje, a nule s oznakom za out mijesˇanje. Cˇitajuc´i niz slijeva na desno,
dobivamo niz mijesˇanja koji kartu s vrha sˇpila dovode na poziciju p. Obratno, ako imamo
niz in i out mijesˇanja, pozicija karte koja je inicijalno bila na vrhu sˇpila dobivamo tako da
svako in mijesˇanje u nizu zamijenimo s jedinicom, a svako out mijesˇanje s nulom. Dobiveni
broj iz binarnog zapisa prebacimo u dekadski i taj rezultat predstavlja poziciju karte.
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3.2 Vrac´anje karte na vrh sˇpila
U radu [6] autori Diaconis, Graham i Kantor uvode pojam 〈I,O〉 grupe generirane proizvolj-
nim in i out mijesˇanjima. Iz njihovih rezultata slijedi da za bilo koje p i q postoji niz in i
out mijesˇanja koji kartu s pozicije p premjesˇta na poziciju q. Ipak, ovaj postupak ne daje
uvid u najkrac´i nacˇin za takvo premjesˇtanje. Mi c´emo pokazati metodu koja pronalazi sva
savrsˇena mijesˇanja kojima se karta s pozicije p prebacuje na poziciju q koristec´i tzv. inverzna
mijesˇanja. Nizove koje c´emo konstruirati opc´enito nec´e biti najkrac´i.
3.2.1 Inverzna mijesˇanja
Inverzna mijesˇanja I−1 i O−1 redom poniˇstavaju ucˇinak in i out mijesˇanja. Uz pomoc´ slike
4 prikazat c´emo kako izgledaju inverzna mijesˇanja.
Slika 4: Deset karata naizmjenicˇno podijeljenih nakon out mijesˇanja.
Za izvrsˇiti O−1, karte c´emo dijeliti u dvije hrpe s licem okrenutim prema gore. Zatim
desnu hrpu stavimo na lijevu (karta broj 9 sada je na vrhu, a 0 je na dnu). Za izvrsˇiti I−1
radimo isto, ali lijevu hrpu stavljamo na desnu. Oba slucˇaja zavrsˇavamo tako da preokrenemo
sˇpil licem prema dolje. Navedena mijesˇanja matematicˇki c´emo zapisati kao permutaciju
skupa {0, 1, 2, . . . , 2n− 1}:
O−1(i) =
{
b i
2
c, za i paran,
b i
2
c+ n, za i neparan, (5)
I−1(i) =
{
b i
2
c+ n, za i paran,
b i
2
c, za i neparan. (6)
Ako se nakon k out mijesˇanja i j in mijesˇanja sˇpil vrac´a u pocˇetnu poziciju, tada je
O−1 = Ok−1 i I−1 = Ij−1, sˇto znacˇi da svaki raspored karata u sˇpilu koji mozˇemo postic´i s
in i out mijesˇanjima, mozˇemo postic´i i s njima inverznim mijesˇanjima, i obrnuto.
Sada c´emo ukratko objasniti da postoji niz in i out mijesˇanja koje kartu s pozicije p pre-
mjesˇta na poziciju q. Najprije c´emo nizom inverznih mijesˇanja dovesti kartu s pozicije p
na vrh sˇpila: podijelimo sˇpil na dvije hrpe, zatim hrpu u kojoj nije karta broj p stavimo
na drugu hrpu. Tako c´e, kada okrenemo karte licem prema dolje, ta karta biti u gornjoj
polovici. Ako nastavimo taj postupak, nakon najviˇse r mijesˇanja (2r−1 < 2n ≤ 2r) karta
s pozicije p c´e doc´i na vrh sˇpila. S te pozicije znamo kartu prebaciti na poziciju q primje-
nom Elmsleyeve binarne procedure koju smo pojasnili u prethodnom potpoglavlju. Takav
postupak mozˇe dati jako dugacˇak niz mijesˇanja, no barem smo sigurni da takav niz postoji.
Sˇtoviˇse, pokazat c´emo kako brzˇe i ucˇinkovitije dovesti bilo koju kartu na vrh sˇpila.
Elmsleyev problem dovodenja karte na vrh sˇpila rijesˇit c´emo pronalazˇenjem sˇto krac´ih ni-
zova in i out mijesˇanja. Kao sˇto smo vidjeli u dijelu 2, in i out mijesˇanja definirana su
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s razlicˇitim modulima, a s njima nije lako raditi. Umjesto toga, radit c´emo s inverznim
mijesˇanjima, a ona ukljucˇuju dijeljenje s 2, racˇunanje poda i moguc´e dodavanje n-a, koje
ovisi o parnosti broja i. Pitanje parnosti c´emo za pocˇetak zanemariti te c´emo kroz cijeli
postupak upotrebljavati jednakost b1
2
bxcc = bx
2
c.
3.2.2 Konstrukcija stabla
Izgradit c´emo binarno stablo T (2n) s r+ 1 razina (2r−1 < 2n ≤ 2r). Korijen v0 je na razini 0
i oznacˇen je s λ(v0) = 0. Opc´enito, ako je vrh stabla T (2n) na razini i oznacˇen s λ(v) = m,
dva ”djeteta” od v bit c´e oznacˇena s bm
2
c i bm
2
c+ n. Zapisat c´emo to ovako: bm
2
+ tinc, gdje
je ti = 0 ili ti = 1, za 0 ≤ i ≤ r (vidi sliku 5).
Slika 5: Stablo T (2n)
Ako je t =
∑r−1
i=0 ti2
i, onda je vrijednost vrha - lista vt koja odgovara izboru (t0, t1, . . . , tr−1)
pocˇevsˇi od korijena prema dolje je λ(vt) = b2nt2r c. Opc´enito, vrijednost vrha v na razini k
koja odgovara izboru (t0, t1, . . . , tk−1) je λ(v) = b2nt(k)2k c, gdje je t(k) =
∑k−1
i=0 ti2
i.
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3.2.3 Veza izmedu stabla i savrsˇenog mijesˇanja
Za t =
∑r−1
i=0 ti2
i, ukoliko zapiˇsemo 2nt =
∑
i≥0 si2
i u binarnom sustavu, imamo:⌊
2nt
2k
⌋
=
⌊∑
i≥k
si2
i−k
⌋
= . . . sk+2sk+1sk (2)
S druge strane vrijedi ⌊
2nt(k)
2k
⌋
=
⌊
2n
2k
(
k−1∑
i=0
ti2
i +
∑
i≥k
ti2
i)
)⌋
=
⌊
2n
2k
(t(k) + 2kX)
⌋
= 2nX +
⌊
2nt(k)
2k
⌋
za neki cijeli broj X ≥ 0. Sada je jasno da je parnost brojab2nt(k)
2k
c odredena sa sk i ona
odlucˇuje koje inverzno mijesˇanje iz proizvoljnog vrha stabla trebamo izabrati.
Slika 6: Opc´a grana
Ako je b2nt(k)
2k
c paran broj, tada tk = 0 predstavlja inverzno out mijesˇanje, a tk = 1
inverzno in mijesˇanje. Ako je b2nt(k)
2k
c neparan , tk = 0 predstavlja inverzno in mijesˇanje, a
tk = 1 inverzno out mijesˇanje (pogledati izraze (5), (6) i sliku 6).
Mijesˇanje u vrhu stabla odredeno je s uk = sk + tk ( mod 2) gdje je uk = 0 ↔ O−1 i
uk = 1↔ I−1.
3.2.4 Konstrukcija niza inverznih mijesˇanja
Najprije c´emo pronac´i niz inverznih mijesˇanja koji c´e kartu s vrha sˇpila dovesti na poziciju
p. U tu svrhu, stavimo ⌊
2nt
2r
⌋
= p,
a to povlacˇi
2rp
2n
≤ t < 2
r(p+ 1)
2n
. (7)
S obzirom da vrijedi 2r−1 < 2n ≤ 2r, zakljucˇujemo da za svaki p postoji najmanje jedan, a
najviˇse dva cijela broja koja zadovoljaju nejednakost (7). Tocˇnije, ako prosˇirimo p+1
2n
(u bazi
2) kao
p+ 1
2n
= .α1α2α3 . . . ,
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tada mozˇemo odabrati t kao t =
∑r
i=1 αi2
r−i = α1α2 . . . α3 (u bazi 2), odnosno t = b (p+1)2r2n c,
0 < p < 2n− 1. Za p = 0 uzmimo t = 0, a za p = 2n− 1 uzmimo t = 2r − 1. Mozˇemo pisati
s′ = 2nt− 2rp = sr−1sr−2 . . . s1s0 (2).
Sada, pomoc´u 2nt =
∑
i≥0 si2
i odredujemo koji se od O−1 ili I−1 provodi u odredenom
koraku.
S obzirom da gornji opis odreduje niz inverznih mijesˇanja za prebacivanje karte s vrha
sˇpila na proizvoljnu poziciju, cˇitajuc´i taj niz s lijeva na desno i mijenjajuc´i inverzna mijesˇanja
s obicˇnim in i out mijesˇanjima, dobivamo niz koji kartu s pozicije p prebacuje na vrh sˇpila.
Primjer 3.1 Ako u standardnom sˇpilu, 2n = 52, uzmemo p = 36, tada je r = 6, t =
b37·64
52
c = 45 = 101101 (2), s′ = 2340− 2304 = 36 = 100100 (2). Slijedi da je u = 001001 pa je
OOIOOI, cˇitajuc´i slijeva na desno, niz savrsˇenih mijesˇanja koji kartu s pozicije 36 vrac´a
na vrh sˇpila.
Ranije smo vidjeli da mogu postojati dvije vrijednosti za t koje zadovoljavaju nejednakost
(7). Jedan takav niz mijesˇanja imat c´e duljinu r, dok c´e drugi niz biti krac´i od r. Ilustrirajmo
to na sljedec´em primjeru.
Primjer 3.2 Za 2n = 52 i p = 30 dobivamo r = 6, a s obzirom da vrijedi b52·37
64
c = 30 =
b52·38
64
c, mozˇemo uzeti t = 37 ili t = 38. Za t = 37 = 100101 (2) imamo s′ = 1924−1920 = 4 =
000100 (2) i u = 100001 (2), sˇto predstavlja niz mijesˇanja IOOOOI. Za t = 38 = 100110 (2)
dobivamo s′ = 1976 − 1920 = 56 = 111000 (2) i u = 011110 (2), sˇto predstavlja niz OIIIIO
koji se mozˇe skratiti na OIIII jer out mijesˇanje ne mijenja polozˇaj karte na vrhu sˇpila.
Dakle, postoji niz od 5 mijesˇanja koji kartu s pozicije 30 dovodi na vrh sˇpila.
Valja josˇ spomenuti da u slucˇaju 2n = 2r vrijedi t = p pa je s′ = 0, tj. si = 0 za svaki i.
Stoga je dovoljno izracˇunati t i binarno ga zapisati.
3.2.5 Algoritam
Napiˇsimo algoritam koji kartu s pozicije p prebacuje na vrh sˇpila.
ULAZ: velicˇina sˇpila 2n, pozicija karte p
• izracˇunaj r tako da 2r−1 < 2n ≤ 2r
- ako 0 < p < 2n− 1 stavi t = b (p+1)2r
2n
c
- ako p = 0 stavi t = 0
- ako p = 2n− 1 stavi t = 2r − 1
• zapisˇi t binarno: t = tr−1tr−2 . . . t1t0
• zapisˇi s′ = 2nt− 2rp binarno: s′ = sr−1sr−2 . . . s1s0
• racˇunaj sume ui binarno: ui = ti + ri, i = 0, 1, . . . , r − 1
IZLAZ: niz u1, u2, . . . , ur−1 gdje 0 u nizu znacˇi OUT, a 1 IN.
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3.3 Pomicanje karte s pozicije p na poziciju q
Za pocˇetak c´emo prikazati stablo Tq(2n) s oznacˇenim vrhovima, slicˇno kao na slici 5, ali s
korijenom oznacˇenim s q umjesto 0 (slika 7).
Slika 7: Stablo Tq(2n)
Sada trebamo pronac´i t = tr−1 . . . t1t0 (2) takav da vrijedi
bq + 2nt
2r
c = p.
Tada je
2rp− q
2n
≤ t < 2
r(p+ 1)− q
2n
.
Znamo otprije da takav t postoji, odnosno da mogu postojati najviˇse dva takva broja cˇiji
je binarni zapis duljine najviˇse r, a koji zadovoljavaju prethodnu nejednakost.
Racˇunamo
s′ = 2nt+ q − 2rp = sr−1sr−2 . . . s1s0 (2)
i binarne sume
tr−1 + sr−1, tr−2 + sr−2, . . . , t1 + s1, t0 + s0.
Dobivene vrijednosti prebacimo u niz in i out mijesˇanja i gotovi smo!
Primjer 3.3 Neka je zadano 2n = 52, p = 51, q = 1. Dakle, zˇelimo kartu na zadnjoj
poziciji u sˇpilu prebaciti na drugu poziciju. Dobivamo r = 6 i 64·51−1
52
< 64·52−1
52
pa je t =
63 = 111111 (2). Nadalje, s
′ = 3277 − 3264 = 13 = 001101 (2). Uzimajuc´i binarni zbroj po
komponentama brojeva t i s′ dobivamo niz mijesˇanja IIOOIO. U ovom slucˇaju ne smijemo
izostaviti out mijesˇanje na zadnjem mjestu niza jer ono ne cˇuva polozˇaj karata koje nisu na
vrhu ili na dnu.
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Napomena 3.1 Iako su Diaconis i Graham u svome radu [1] tvrdili da njihov algoritam za
prebacivanje karte s pozicije q na poziciju p daje najkrac´i niz savrsˇenih mijesˇanja, programer
Rudolf Fleischer je ustanovio da to ipak nije tocˇno, a svoje rezultate predstavio je 2017.
godine na konferenciji u Tokiju [2]. Kao protuprimjer uzeo je sˇpil od 52 karte, te je kartu s
pozicije 39 htio prebaciti na vrh sˇpila. Algoritam iz pododjeljka 3.2.5 kao rjesˇenje daje niz
OOOIOI, a najkrac´i niz je II. To se lako mozˇe provjeriti koristec´i simulator koji je kreirao
Nate Kiewel [10].
4 Grupa 〈I,O〉
U pododjeljku 3.2 spomenuli smo grupu 〈I,O〉 generiranu proizvoljnim in i out mijesˇanjima.
Njome su se bavili Diaconis, Graham i Kantor davne 1983. godine u radu [6] pa c´emo iz-
dvojiti neke njihove rezultate.
Oba mijesˇanja, in i out, cˇuvaju centralnu simetriju, tj. karte nakon mijesˇanja odlaze na
pozicije simetricˇne s obzirom na sredinu sˇpila. To znacˇi da je 〈I,O〉 podgrupa grupe cen-
tralnosimetricˇnih permutacija, a ova je pak izomorfna Weylovoj grupi Bn svih n×n permu-
tacijskih matrica cˇiji su elementi 0,±1.
Ekvivalentno, to je grupa svih n!2n simetrija n-dimenzionalnog oktaedra cˇiji su vrhovi
±e1,±e2, . . . ,±en, gdje su e1, e2, . . . , en vektori standardne baze u Rn. Parovi {ei,−ei}
odgovaraju parovima karata koje su u centralno simetricˇnom polozˇaju.
Spomenut c´emo i neke homomorfizme grupe Bn. Za g ∈ Bn sgn(g) je predznak od g kao
permutacije od 2n karata, a sgn(g) je predznak od g kao predznak permutacije od n central-
nosimetricˇnih parova. Nadalje, preslikavanje koje elementu g ∈ Bn pridruzˇuje sgn(g)sgn(g)
je homomorfizam u {±1} cˇija je jezgra Weylova grupa Dn.
Teorem 4.1 Neka je 〈I,O〉 permutacijska grupa generirana s in i out mijesˇanjima sˇpila
koji sadrzˇi 2n karata.
1.) Ako je n ≡ 2 (mod 4) i n > 6 tada je 〈I,O〉 izomorfna grupi Bn i |〈I,O〉| = n!2n. Ako je
n = 6, tada je 〈I,O〉 poludirektni produkt grupe Z62 i projektivne linearne grupe PGL(2, 5).
2.) Ako je n ≡ 1 (mod 4) i n ≥ 5, tada je 〈I,O〉 jezgra od sgn i |〈I,O〉| = n!2n−1.
3.) Ako je n ≡ 3 (mod 4), tada je 〈I,O〉 izomorfna grupi Dn i |〈I,O〉| = n!2n−1.
4.) Ako je n ≡ 0 (mod 4), n ≥ 12 i n nije potencija broja 2, tada je 〈I,O〉 presjek jezgri od
sgn i sgn i |〈I,O〉| = n!2n−2. Ako je 2n = 24, tada je 〈I,O〉 poludirektni umnozˇak grupe
Z112 i Mathieueve grupe M12.
5.) Ako je 2n = 2k, tada je 〈I,O〉 izomorfna poludirektnom umnosˇku grupa Zk2 i Zk, gdje se
Zk ponasˇa kao ciklicˇki pomak i |〈I,O〉| = k · 2k.
Dokaz ovog teorema nalazi se u [6].
U tablici 2 prikazan je red grupe 〈I,O〉 za sˇpil velicˇine 2n, n ≤ 26. Vrijednosti u
talici izracˇunate su pomoc´u pojednostavljenog Simsovog algoritma [13] kojeg su razvili Eric
Hamilton i Donald Knuth sa sveucˇiliˇsta u Stanfordu.
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2n 2 4 6 8 10 12 14 16 18
|〈I,O〉| 2 2 · 22 M/2 3 · 23 M/2 M/3! M/2 4 · 24 M/2
2n 20 22 24 26 28 30 32 34 36
|〈I,O〉| M M/2 M/(7! · 2) M/2 M M/2 5 · 25 M/2 M
2n 38 40 42 44 46 48 50 52
|〈I,O〉| M/2 M/4 M/2 M M/2 M/4 M/2 M
Tablica 2: Red grupe 〈I,O〉 za sˇpil od 2n karata, n ≤ 26, gdje je M = 2nn!.
5 Neke primjene savrsˇenih mijesˇanja
Osim vec´ spomenutih primjena savrsˇenih mijesˇanja kod madionicˇara i mjesˇacˇa karata, pos-
toje i brojne druge primjene. Primjerice, oba tipa savrsˇenog mijesˇanja i njihove kombinacije
uvrsˇtene su u racˇunalne algoritme za paralelne procese [14] kao sto su FFT, sortiranje po-
dataka, matricˇne operacije, obrada slike itd.
Kao prvu primjenu spomenut c´emo transponiranje matrice dimenzije 2m × 2m. Pret-
postavimo da su elementi matrice slozˇeni u niz po retcima. Za matricu 4 × 4 imamo
a00a01a02a03a10a11a12a13a20a21a22a23a30a31a32a33. Lako je provjeriti da c´e nakonm out mijesˇanja
matrica dimenzije 2m × 2m biti transponirana. Tako c´emo, u primjeru za 4 × 4 imati
a00a10a20a30a01a11a21a31a02a12a22a32a03a13a23a33.
Spomenimo i to da je potrebno m in mijesˇanja da bi se niz od 2m brojeva zapisao u
obrnutom poretku.
Naposljetku c´emo spomenuti vrlo vazˇnu primjenu savrsˇenih mijesˇanja u algoritmu brze
Fourierove transformacije. Rose je u svom radu [12] poopc´io savrsˇena mijesˇanja te je koris-
tio permutacijske matrice nastale od savrsˇenih mijesˇanja da bi uveo metodu za racˇunanje
diskretne Fourierove transformacije (DFT) s primjenom na algoritam brze Fourierove tran-
sformacije. Savrsˇena mijesˇanja je doveo u vezu s Kroneckerovim produktom dviju matrica.
Glavna ideja koriˇstenja savrsˇenih mijesˇanja u DFT jest da se uz njihovu pomoc´ DFT matrica
reda N mozˇe povezati s DFT matricom reda N/2.
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